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釘，..., an E {O, 1, z}に対して， lP'八{0,1,z,oo}上の積分
I(O;a1, .. ,an;I):=fl dtn Jtn dtn-l・・・Jt2 dt1 。tn-an o tn-l -an-I o t1 -a1 
で定義される．この積分はa1=J 0かつ an=J 1を満たすとき収束する．
複素数zがlzl> iを満たすとき， hyperlogarithmsは次の級数表示をもつ：
1 
I (O; b1, {O}k1 -l, .. , br,{O}柘ー1;1)=(-1r L 
D<m1<・・・く叫 m↑ i・・・mが犀b炉―m1...'-叫—mr-1·




、'kr: 2" or "kr = lかつ br= z" (1) 
を満たすものとする．
正の整数 k1,.. , krとb1,.. , brE { 1, z}に対して， (k;b)= (k1,---,kr;b1,--・,br)を
indexとする.,. が0のときはemptyindexとし， 0で表す.b1=・・・=br=lのとき， index
(k1, .. , kr; {lY)をk=(k1,---,kr)として略記する.index (k; b)がadmissible(以下， adm.
）であるとは， (k;b)が条件(1)を満たすこととする index0 は， adm.indexとする.index 
k = (k1, .. , kr)がadm.であるとき， kr2 2を満たすことに注意する．
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多重ゼータ値く(k1,.. , kr)および多重ゼータスター値ぐ(k1,.. , kr)は， adm.index k = 
(k1, .. , kr)に対して，
く(k)=〈(k1,---,kr):= z: 1 k1 kr m 0く叩く…<mr 1 ・・・mr E股
および
ぐ(k)= (*(k1, .. , kr) := L ki l k E股
O<m1:S・:Smrml . ・mrr 
でそれぞれ定義されるものである.((0) = (*(0) := 1とおく．多重ゼータ値の間には，いま
までに Q上の様々な線形閲係式が発見されているが，それらの構造はまだ完全には解明され
ていない．多重ゼータ値の反復積分表示






積分級数等式を述べるために， M.HiroseとN.Sato [1, §2.1]による代数的定式化を導人
するこれは， M.Hoffman [2]による，多重ゼータ値の代数的定式化の一般化である変数
eo,e1,ezに対して，Az:=Q〈eo,e1,ez〉をQJ::の3変数非可換多項式環，A:=Q〈eo,e1〉CAz 
を Q 上の 2 変数非可換多項式環とし， A~cA; cAzとA0c A1 c Aを
心=Q①Qe喜① e砂占 c A;=Q① ① e忍z C Az 
aE{l,z} aE{l,z} 
bE{O,z} ? ? ?
Ao=Q① e1Aeo C A1 = (Q① e1A c A 
とする．このとき， (Q)-線形写像L:A~ →Cを
L(ea1・ ・ ・ean) = I(O; a1, .. , an; 1) 
で定義する．
b E {1, z}に対して， (Q-双線形写像*b:A; X A1→ A; を帰納的に
V*bl=v, l*bW=wl1→ b,
eaeぢ―1v*b e1eg-1w = eaeb―1(v *b e1eg-1w) + eae6-1(eaeb―1v *b w) -eaeb+q-l(v *b w) 
(v EA;, w E A1, p,q 2: 1, a E {1,z}) 
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で定義するただし，自己準同型写像 la→b: Az→ Az (a,bE {0,1,z})は
叫a→,~{:: ::: 
で定義されるものとする．この積*bをb-harmonicproductと呼ぶ.I-harmonic product *1 
は[1,p.2]で定義されたものであり， z-harmonicproduct *zは今回新たに定義したもので
ある．
Q—双線形写像®: (e1.Az① ez.}し） X e1.A→ (e1.Azeo① ez.A印o)とIQ-双線形写像菜： .A; X 
e1.A→んをそれぞれ
ve碍―1Rwe崎―1:= -(v *b w)ebeg+q-l'v苓we1e炉：= (V*zW)噂―1
(v E .A;, w E .A1, p,q 2: 1, b E {l,z}) 
で定義する．以下では， eb,e合i-1. ・ebre合r-1E .A; を対応するindex(k;b)= (k1, .. ,kr;b1, .. ,br) 
とみなしてしばしば扱うこととする．
non-empty index k = (k1, .. , kr)に対して， k*を
k* = L(-1t(k')k', 
k' 
で定義するただし，和は (k1□. □ kr)のそれぞれの口に','または'+'を代入して得られ
るindexすべてをわたるものとし， <J'(k')は口に'+'を代人した個数とするまた， 0*= 0 
とするこのとき， adm.index k*に対して， L(k*)= (-lY(*(k)となる．
これらの notationを用いると，次の級数が得られる．
命題 2.1.lzl > 1を満たす複素数zとnon-emptyindices (k; b), lに対して，
L ((k; b)Rl*) 
= (-1r+s 区 1 




= (-1r+s L 
1 












定義 3.1. (1) X = ((X, ~)ぷ）を有限半順序集合 (finite partially ordered set) (X, さ）と
labeling map <5x : X→ {0,1,z}の組とし， 3-posetと呼ぶ
(2) 3-poset Xが admissible(以下， adm.)であるとは， Xのすべての極大元 xに対して
<5x(x)ヂ1かつ， Xのすべての極小元xに対して <5x(x)ヂ0となることとする．
(3) adm. 3-poset Xに付随する積分を
I(X) = J IT叫 (x)(tx) 
△ (X)xEX 
で定義する．ただし，
△ (X) = { (tx)x E (0, l)X I柘＜杓 ifX--< y} 
かつ，
dt 
吟 (t):= (aE{0,1,z}) 
t-a 
とする．
3-poset Xがadm.であることと， J(X)が収束することは同値である.empty 3-posetを
0(記号流用）で表し， J(0)= 1とおく．これはemptyindex 0に対する定義く(0)=ぐ(0)= 
1に対応している．









@ ~{-L((k;b) @t•J 
L ((k; b)菜l*)
(c = 0), 




この定理において， b1=・ ・ ・= br = 1かつ c=Oに特殊化すると，多重ゼータ値の積分級
数等式 [3,Theorem 4.1]が得られる一方， z= -1に特殊化すると， (k1,釘），..., (kr, 奇）€
(Z>o x {士1}),ただし， (kr,奇） =J (1, 1)に対して定義される Eulersums 
E: m1 .・E: mr 
伍 ((k臼 1),.. , (kr, 奇））：= I: 1 r 
O<m1<…<mr 
砕...mヤ
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